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Exercises on the Fourier Series
I Exercise 1. In the following exercises, we dene a function f on the interval ]   ; ]; suppose
implicitly that f has been extended to a 2-periodic function on R.
(i) For each exercise, determine the coecients an (n  0) and bn (n  1) of the real Fourier series
a0
2
+
1X
n=1
 
an cos(nx) + bn sin(nx)
!
associated with f . Remember that
an =
1

Z 
 
f(x) cos(nx) dx; n  0
bn =
1

Z 
 
f(x) sin(nx) dx; n  1:
(ii) Determine the point-wise sum of the series.
(iii) When required, given a point x0, establish which kind of identity (involving the sum of a real
series) can be obtained by the information in (ii) above.
(iv) When required, determine which kind of identity (involving the sum of a real series) can be
obtained by Parseval's identity
ja0j2
2
+
1X
n=1
 
janj2 + jbnj2
!
=
1

Z 
 
jf(x)j2 dx:
1. Consider the following function:
f(x) =
8>><>>:
0 if x 2 ]  ; =2[
cosx if x 2 [ =2; =2]
0 if x 2 ]=2; ]
Take also x0 = 0 and x0 =

2 .
Soluzione: Si ha bn = 0 per ogni n  1. Usando la formula cos cos = 12 cos( + ) +
1
2 cos(  ) si ottiene a1 = 1=2, a2k+1 = 0 per ogni k  1 e
a2k =   2

( 1)k
4 k2   1 8 k  0:
La funzione è continua e quindi si ha, per ogni x 2 [ ; ],
f(x) =
1

+
1
2
cosx  2

1X
k=1
( 1)k
4 k2   1 cos(2k x)
Scegliendo x0 = 0 ne risulta la identità
1X
k=1
( 1)k
4 k2   1 =
1
2
  
4
.
Scegliendo x0 =

2 ne risulta la identità
1X
k=1
1
4 k2   1 =
1
2
.
1
2. Consider the following function:
f(x) =
(
x+ 2 if x 2 ]  ; 0[
x if x 2 [0; ]
Take also x0 =

2 . Finally, use Parseval's identity.
Soluzione: Si ha a0 = 2 e an = 0 per ogni n  1. Inoltre
bn =   2
n
8 n  1:
La funzione ha una discontinuità di salto solo in x0 = 0 (per il resto è C
1 a salti) e quindi,
puntualmente,
  
1X
n=1
2
n
sin(nx) =
8>><>>:
x+ 2; se x 2 ]  ; 0[
; se x = 0
x; se x 2 ]0; ]
Scegliendo x0 =

2 ne risulta la identità
1X
k=0
( 1)k
2k + 1
=

4
.
Dalla identità di Parseval segue
1X
n=1
1
n2
=
2
6
.
3. Consider the following function:
f(x) =
8>><>>:
 1 if x 2 ]  ; =2[
1 if x 2 [ =2; =2]
 1 if x 2 ]=2; ]
Take also x0 = 0.
Soluzione: Si ha bn = 0 per ogni n  1. Inoltre a0 = 0 e (per n  1)
an =
4
 n
sin

n

2

;
da cui (per k  0)
a2k = 0; a2k+1 =
4

( 1)k
2k + 1
:
Si ha allora puntualmente
4

1X
k=0
( 1)k
2k + 1
cos((2k + 1)x) =
8>>>>>>><>>>>>>>:
 1 se x 2 ]  ; =2[
0 se x =  =2
1 se x 2 ]  =2; =2[
0 se x = =2
 1 se x 2 ]=2; ]
Scegliendo x0 = 0 ne risulta la identità
1X
k=0
( 1)k
2k + 1
=

4
.
2
4. Consider the following function:
f(x) =
(
    x if x 2 ]  ; 0[
   x if x 2 [0; ]
Take also x0 =

2 and use Parseval's identity.
Soluzione: Si ha an = 0 per ogni n  0. Inoltre bn = 2
n
per ogni n  1. La funzione ha una
discontinuità di salto solo in x0 = 0 (per il resto è C
1 a salti) e quindi, puntualmente,
1X
n=1
2
n
sin(nx) =
8>><>>:
    x se x 2 ]  ; 0[
0 se x = 0
   x se x 2 ]0; ]
Scegliendo x0 =

2 ne risulta la identità
1X
k=0
( 1)k
2k + 1
=

4
.
Dalla identità di Parseval segue
1X
n=1
1
n2
=
2
6
.
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